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ABSTRAK

Pada artikel ini akan dibahas ketaksamaan-ketaksamaan sinus dan cosinus pada
sudut-sudut segitiga. Ketaksamaan-ketaksamaan ini meliputi, ketaksamaan jumlahan
sinus pada segitiga, ketaksamaan jumlahan sinus setengah sudut-sudut pada segitiga,
dan ketaksamaan jumlahan cosinus pada segitiga, serta ketaksamaan perkalian cosinus
yang berlaku pada sebarang segitiga. Didefinisikan sinus merupakan perbandingan sisi
yang menghadap sudut dengan sisi miring pada segitiga, dan cosinus merupakan per-
bandingan sisi yang bersebelahan dengan sudut dengan sisi miring/hiponetusa segitiga.
Selain itu, juga dipelajari aturan sinus dan cosinus, konsep segitiga meliputi jejari ling-
karan dalam dan lingkaran luar segitiga, serta ketaksamaan rata-rata aritmatika dan
geometri. Dengan menggunakan konsep-konsep segitiga dan sinus-cosinus tersebut,
dapat diperoleh ketaksamaan-ketaksamaan sinus-cosinus yang berlaku pada segitiga.
Dari ketaksamaan-ketaksamaan cosinus tersebut, dapat ditentukan generalisasi dari
ketaksamaan tersebut, yaitu generalisasi ketaksamaan jumlahan cosinus dan generali-
sasi ketaksamaan perkalian cosinus yang berlaku pada sebarang segitiga.

Kata kunci : ketaksamaan, cosinus, segitiga

ABSTRACT
we will study the inequalities of sines and cosines of the angles of triangles. These inequali-

ties include, the sine’s sum inequality of a triangle, the inequality of the sum of sine half
angles of a triangle, and the cosine’s sum inequality of triangle, and the cosine’s multi-
plication inequality of any triangle. The sine defined as the ratio of the triangle s oppo-
site side to his hypotenuse, and the cosine is the fraction of the triangle ‘s adjacent side
to his hypotenuse. In addition, the sine and cosine rules will also be studied, the concept of
a triangle includes the incircle and circumcircle of a triangle, and the arithmetic and ge-
ometric mean inequalities. By using the concepts of triangles and sine - cosine, we get the
sine and cosine inequalities of any triangle. From these cosine inequalities, generalizations
of these inequalities can also be determined, namely generalizations of the cosine sum in-
equality and generalization of the cosine multiplication inequality of any triangle.

Key words: inequality, cosine, triangle




Pendahuluan

Geometri merupakan cabang matematika yang mempelajari tentang pengukuran,
bentuk-bentuk benda, baik bentuk benda alam maupun bentuk bangunan. Geome-
tri merupakan salah satu bagian matematika yang sering ditemui dalam kehidupan
sehari-hari. Oleh Karena itu, sejak kecil anak anak sudah belajar mengenal ben-
tuk-bentuk Geometri (Putri et al,, 2020). Kumpulan titik-titik membentuk garis.
Kemudian jika terdapat tiga garis yang tiap ujungnya saling bertemu sehingga
membentuk sebuah bangun, maka bangun tersebut dinamakan segitiga. Segitiga
merupakan bangun paling sederhana dari Geometri. Segitiga dapat dimanfaatkan
dalam menentukan panjang jari-jari lingkaran (Surlina et al., 2018). Ada banyak
hal yang bisa dipelajari pada bidang segitiga, seperti garis-garis istimewa pada se-
gitiga dan sudut-sudut segitiga (Kamariah, 2015). Selanjutnya daerah yang ter-
bentuk dari pertemuan dua garis dinamakan sudut. Pada sebuah segitiga didapat

tiga sudut seperti pada gambar berikut

a
Gambar 1

(Ayres, 1954)

Berdasarkan gambar 1, diperoleh aturan sinus dan cosinus dengan menggunakan

hukum Pythagoras yaitu
_b*+c*-a?
cosa = 2be |
a? + ¢? — b?
cosff =——,

2ac
dan

a?+ b —c?
cosy =———

2ab
(Hoehn, 2013)

yang selanjutnya disebut aturan cosinus untuk sebarang segitiga,




serta

sing sinff siny

a b c
(Coghetto, 2014)
yang selanjutnya disebut aturan Sinus untuk sebarang segitiga.
Selanjutnya, jika diberikan garis bagi sudut sehingga membagi dua sudut sama

B B
=y

besar, maka diperoleh 0 < % % < g dan %—i— 5 + % = g dengan «,f,y meru-

pakan sudut-sudut pada segitiga.

b=

a

Gambar 2

Dengan menggunakan aturan sinus dua sudut dan aturan cosinus (Conway & Ryba,

2016), maka bisa diperoleh nilai sinus setengah sudut, yaitu

) '(‘* s —b)
sin (%) = —5 Cbcs 1
Sin(g): /w

an(y)= [6=2=2)

yang mana s menyatakan keliling pada segitiga.

dan

(Chauvenet, 1887)

Selanjutnya, didapatkan pula nilai cosinus setengah sudut sebagai berikut

os(f)= 22




dan

yang mana s menyatakan keliling segitiga.

(Chauvenet, 1887)

Metode Penelitian

Dalam penelitian ini menggunakan metode penelitian kualitatif, yaitu
melakukan kajian pustaka sebuah teori lalu dikembangkan sehingga memunculkan
generalisasi dari teori tersebut, yaitu generalisasi ketaksamaan cosinus pada seb-
arang segitiga. Untuk mendapatkan generalisasi dari ketaksamaan cosinus pada
sebarang segitiga, yaitu dilakukan dengan beberapa langkah. Langkah pertama
yaitu mempelajari konsep trigonometri, meliputi definisi sinus dan cosinus, aturan
sinus dan cosinus. Langkah berikutnya, mengkaji/mempelajari konsep segitiga,
diantaranya mengkaji hubungan jejari lingkaran dalam segitiga dengan sisi - sisi
segitiga, dan hubungan jejari lingkaran luar segitiga dengan jejari lingkaran dalam
segitiga, serta hubungan jejari tersebut dengan luas segitiga. Selanjutnya, mengkaji
ketaksamaan rata rata aritmatika dan geometri. Lalu, mengkaji ketaksa-
maan-ketaksamaan sinus dan cosinus pada segitiga. Kemudian langkah terakhir
menentukan generalisasi dari ketaksamaan-ketaksamaan cosinus yang berlaku

pada segitiga dan dibuktikan kebenarannya.

Hasil dan Pembahasan

Berdasarkan definisi sinus dan cosinus diatas, maka diperoleh beberapa ketaksa-
man-ketaksamaan trigonometri, khususnya ketaksamaan sinus dan cosinus pada

segitiga yang tertuang pada beberapa teorema berikut.

Teorema 1. Diketahui 0 < o, 8,y <m dan «+ f +y = 7, berlaku

0 <sin (g) sin (g) sin (g) = 1/8'

(Bottema, 1969)




Bukti. Dengan definisi sinus setengah sudut segitiga, diperoleh

sin (g) sin (E) sin (Z) _ (s—a)(s—b)(s—c) I

2 2 abc "~ sabc’
dengan L menyatakan luas pada sebarang segitiga, s menyatakan keliling pada

sebarang segitiga. Dengan menggunakan jejari lingkaran luar dan lingkaran dalam
segitiga, yaitu R :i—b; dan r:%, R merupakan jejari lingkaran luar segitiga

dan r dinotasikan sebagai jejari lingkaran dalam segitiga (Gonz, 2012)(Josefsson,

2011), maka
(L (B yy_Lr T
sin (E) sin (E) sin (E) =IRL- IR
Karena R = 2r (Nhi, 2013), maka diperoleh

sin (g) sin (g) sin (g) = 1/8'

Selanjutnya karena «, 8,y > 0, sehingga mengakibatkan
oy By oy
sin (E) sin (E) sin (E) = 0.
Teorema 2. Diketahui 0 < , 8,y <m dan «a+ f +y = =, berlaku

3 a
1= sin? (E) + sin? (g) + sin? (g) <1
(Bottema, 1969)

Bukti. Dengan menggunakan identitas trigonometri (Sundstrom, Ted and Schlicker,

2021), diperoleh

sin? (5) + sin? (£) 4 sin? (§) = 1~ (cos? (5) —sin? (5) —sin? (%)),

Diperhatikan bahwa

a By oy 1 o (Y
02 (2 —ein2 (E) —cinz (L) = 2. oc B — <in (L
cos (2) sin (2) sin (2) =3 (cos a + cos ) — sin (2)

(Gresham et al,, 2019)
Dengan menggunakan definisi cosinus dua sudut (Beveridge, 2014), maka

%‘ (cos a + cos ) — sin? @) = cos (a ;'8) cos (#) — sin? (g)

=2-sin (g) sin (g) sin (g)

Oleh karena itu, berdasarkan Teorema 1, diperoleh




Teorema 3. Diketahui 0< @, f,y <7 dan a+ f +y = w, berlaku
1< cosa+ cosf +cosy < 3/2.

(Bottema, 1969)
Bukti. Diperhatikan bahwa

a
cosa + cosf +cosy =—2- (sin2 (E) + sin? (g) + sin? (g)) +3.

(Annaby & Hassan, 2018)

Dengan menggunakan Teorema 2, diperoleh

1<-2- (sin2 (g) + sin? (’;—;) + sin? (g)) +3 =< 3/2.

Jadi terbukti.

Teorema 4. Diketahui 0 < a,f,y <7 dan a+ f +y = w, berlaku
0 < cosacosfcosy < 1/8'

(Bottema, 1969)
Bukti. Misalkan x =cosa, y =cosf, dan z=rcosy, dengan 0< a,f,y < m.
Berdasarkan ketaksamaan rerata aritmatika-geometri (Zou & Jiang, 2015), didapat

(cosa +cosf +cosy
3

Selanjutnya dengan memanfaatkan Teorema 3, diperoleh

3
) = cosacosf cosy.

cos @ cos f cosy < 1/8'

Teorema 5. Diketahui 0 < @, f,y <7 dan a+ f +y = w, berlaku

(cosa)?™ + (cos B)2" + (cosy) " = IO5

pada setiap n bilangan asli.
Bukti. Dengan memakai teknik induksi matematika,

(i) Misalkan untuk n = 1, diperoleh




(i)

(i)

cos? a + cos? B + cos?y = —(sin? a + sin? B + sin?y) +3 = 3/4.

Diasumsikan benar untuk n = k, maka

3
cosa) + (cos + (cosy)* = .
(cos @)?* + (cos B2 + (cos y)*" :
(2)?
Lebih lanjut, dibuktikan benar pada n = k + 1, berlaku
k+1 k+1 k1 3
(cosa)* 4+ (cosp)* 4+ (cosy)* = _(2)2k+1'

Diketahui bahwa

(cos @)™ + (cos B2 + (cosy)?* ™
2 2 2
= (coszk a) + (coszkﬁ) + (coszk }f) .

2

i k ke !
Misalkan a = cos? a, b=cos* B, ¢ =cos? y, dengan 0<

a, 5,y < . Dengan memanfaatkan ketaksamaan dari kuadrat jumlahan
panjang sisi segitiga (Mineno et al,, 2012), diperoleh

2 3

(coszk a)z + (coszkﬁ) + (coszk }')2 = W

Teorema 6. Diketahui 0 < a,f,y <7 dan a+ B +y = m, sehingga berlaku

cos(%)-{-cos(zﬁn)-i-cos(zy—n)sg' R ’2+ ’+\/ﬁ

angka 2 sebanyak n suku

untuk setiap n bilangan bulat tak negatif.

Bukti. Dengan menggunakan induksi matematika,

(D
(i)

(iii)

Untuk n = 0, telah terbukti benar pada teorema 3

Diasumsikan benar untuk n = k, maka

cos(;—k)Jrcos(zﬁ—k)Jrcos(zlk)S%' 2+ '2+ 'Jr\/ﬁ

angka 2 sebanyak k suku

Selanjutnya akan diuji kebenaran untuk n = k + 1, berlaku




fod B ¥ 3 ' ’
COS(ZkT)+C°S(2k+1)+ms(2k+1)SE' 24 |24 |--4+4241,

angka 2 sebanyak k+1 suku

Diketahui bahwa

cos (%) + cos (2;‘8“) + cos (%)

1+ cos (;—k) 1+ cos (f—k) 1+ cos (zlk)
= > i3 > it 2 .
[ B8 ¥
1+cos 1+cos§ 1+cos-¢
Misalkan x=1' 3 ;E, y = 'Tﬂ z=1'T’k. Dengan

memanfaatkan ketaksamaan dari kuadrat jumlahan panjang sisi pada
segitiga, diperoleh

'1+cos(£ik)+ ’1-1—(:05(?8;)-1_ ’1+C05(zlk)
2 2 2

angka 2 sebanyak k+1 suku

untuk setiap n bilangan bulat tak negatif.

Teorema 7. Diketahui 0 < a,f,y <m dan a + p +y = w, berlaku

3
Z

2+<[2+ k21

cos (za_n) cos (zﬁn) cos (zln) < angka 2 sebagyak n suku '

untuk setiap n bilangan bulat tak negatif.




Bukti. Dengan menggunakan induksi matematika,
(i) Untuk n = 0, telah dibuktikan benar pada Teorema 4.

(ii) Diasumsikan benar untuk n = k, maka

3
Z

2+,/2+ V21

Y AL Y B A angka 2 sebanyak k suku
cos (2_") cos (2_") cos (27) = P

(iii)  Lebih lanjut, akan dibuktikan kebenaran untuk n =k + 1, berlaku

2+,/2+ V2 F T

a ) B (Y )< angka 2 sebanyak k+1 suku
cos (577 €08 5t ) €05 (5t < 3

3

2

. o
Misalkan x = cos——, y = cos g Z = CoS

ey =Y Dengan me-

14
2ke+1®
manfaatkan ketaksamaan rerata aritmatika-geometri (Mineno et al,

2012), diperoleh

cos (oer) cos (2w cos (53

cos i) + cos (gfer) + cos (2,(};1))3

- 3

Berdasarkan Teorema 7, diperoleh

3
3 ’
3 24+ J2++-+2+1

o ﬁ ¥ angka 2 sebanyak k+1 suku
L05(2k+1)(,05 FKHT L05(2k+1)5 3

Kesimpulan




Kesimpulan

Dari pembahasan di atas, diperoleh kesimpulan ketaksamaan-ketaksamaan cosi-

nus sudut-sudut segitiga adalah sebagai berikut:

1. 1<cosa+cosf+cosy < 3/2

2. 0<cosacosfcosy < 1/8

dengan «,f,y menyatakan sudut-sudut segitiga.

Selanjutnya dari kedua ketaksamaan di atas dapat diperluas/digeneralisasi men-

jadi
(cos @)?" + (cos B)2" + (cosy)?" = 3
"o
a B ¥ 3
cos (2_”) + Los(z—n) + Los(z—n) < 3 2+ |2+ 4’-"+V2 +1,
angka 2 sebanyak n suku
dan

3

z
2+ (244 V2H 1

a B 4 angka 2 sebanyak n suku
cos (2_") cos (2_") cos (2_") < 3 ,

untuk setiap n bilangan asli.
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